Matematicky

Korespondenéni

Semina’f

,PraSe® (PRAzsky SEminar)

1. podzimni série
Téma: Hry a soutéze

Datum odeslani: 3. RiJNA 2011

1. ULoHA (3 BODY)
Znudény mtr si hdzi minci. Vzdy, kdyZz mu padne panna, jeden bod si pfi¢te, naopak kdyZz padne
orel, jeden bod ztraci. Kolik bodd muze mit po 17 hodech, pokud na zacatku nemél zadné?
Naleznéte vSechny moznosti a ukazte, ze jiné nejsou.

2. ULOHA (3 BODY)
Kazdy ze Sesti bratrt hodil kostkou a kazdému padlo jiné ¢islo. Pfitom Adam hodil dvakrat vic
nez Bedfich, Cyril dokonce tfikrat vic nez Bedfich a David tfikrat vic nez Emil. Kolik padlo
Filipovi?

3. ULOHA (3 BODY)
Po svych prvnich péti utkanich na mistrovstvi svéta v koulené mél Miskav tym skére vstielenych
a obdrzenych branek 5:3. Kolikrat nejvice a kolikrat nejméné mohl vyhrat? Své tvrzeni podpoite
i prikladem, jak mohly jednotlivé zapasy dopadnout.

4. ULOHA (5 BODU)
Al¢a a Hana hraji hru, na zacatku niz si Hana vymysli dvojciferné prirozené cislo. V kazdém
tahu pak Al¢a povi Hané néjaké pfirozené ¢islo d > 1. Pokud je d délitelem Hanina ¢isla, Alca
vyhrava. V opa¢ném pripadé Hana odecte ¢islo d od svého ¢isla a hra pokracuje dalsim Al¢inym
tahem. Jakmile Hana dostane zaporné ¢&islo, Al¢a prohraje. Poradte Alce, jak ma hrat, aby vzdy
vyhréla.

5. ULOHA (5 BODU)
Kenny, Olin a Savlik hréli fotbal, pfi¢em# jeden z nich byl vidy brankai a zbyli dva ttoéili. Ten,
kdo vstrelil branku, Sel na nasledujici hru do brany. Pozdéji Vejtkovi prozradili, ze Kenny utocil
12 her, Olin 21 her a Savlik branil 8 her, z ¢ehoz Vejtek ihned bystie poznal, kdo vstielil Sestou
branku. Kdo to byl?
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6. ULOHA (5 BODU)
Vojenskou zékladnu obyvaji tfi serzanti a nékolik vojini. Serzanti se po dnech stfidaji ve sluzbé.
Od generala dostali nasledujici instrukce:

(i) Kazdy den musi alespoii jeden vojin dostat rozkaz.
(ii) Zadny vojin nesmi za celou dobu dostat vice nez dva rozkazy, pfitom b&hem jednoho
dne muze dostat rozkaz nejvyse jeden.
(iii) Seznam vojinti, jimz byl béhem dne udélen rozkaz, nesmi byt pro zidné dva rtzné dny
stejny.
(iv) Prvni serzant, ktery tyto instrukce béhem svého dne nenaplni, bude poslan do vézeni.
Vsichni serzanti védi, ktefi vojini dostali ve kterych dnech rozkaz. Dokaze néktery z nich (bez
toho, aby spolupracoval s ostatnimi dvéma) udilet rozkazy tak, aby se vézeni jisté vyhnul?

7. ULOHA (5 BODU)
Do tenisového turnaje se prihlasilo 2™ soutézicich. V kazdém kole se vSichni jesté nevypadli hraci
rozdéli do dvojic a odehraji zapas. Vitézové postupuji do dalsiho kola, porazeni vypadéavaji. Na
konci turnaje, kdyz zlstane pouze jediny hraé, je potieba vytvorit vysledkovou listinu, ve které
nikdo nesmi byt na horsi pozici néz hrac¢, kterého porazil. Kolika zptsoby je mozné takové poradi
vytvorit, pokud Zadni dva hrac¢i nesmi skonc¢it na stejné pricce?

8. ULOHA (5 BODU)
Kdesi ve ¢tverci o strané 10 sedi neviditelnd blecha. A¢ ji Pepa nevidi, hraje s ni hru. Ve svém
n-tém tahu nakresli pfimku a blecha poposkoéi libovolnym smérem o 1 tak, aby neopustila
Ctverec a nepreskocila zadnou z jiz nakreslenych pfimek. Pepa vyhraje, pokud blecha neméa kam

skoc¢it. Dokaze Pepa vyhrat nezavisle na tom, kde blecha zadina a jak skace?

Povidani ke druhé podzimni sérii

Aby se Ti druhé série fesila snaze, pripravili jsme pro Tebe kratické povidani, ve kterém shrneme
a pfipomeneme nékolik fakti, které by se Ti pfi feSeni prikladd mohly hodit.

Véta. (O obvodovém a stfedovém tthlu)  Necht k je kruznice se stiedem O a AB jeji tétiva. Pak
velikost thlu AX B se neméni, probiha-li X néktery z oblouku kruznice k uréenych tétivou AB.
Navic je |[<AXB| = %\<IAOB|, kde tihlem AOB rozumime vnéjsi thel ve étyfiihelniku AX BO.

Tvrzeni. (Usekovy tihel)  Necht k je kruznice se stiedem O a AB jeji tétiva. Oznac¢me t te¢nu
ke kruznici k vedenou bodem A. Na kruznici k uvazme bod X ruzny od A i B a na pfimce t
naleznéme bod T tak, Ze pfimka AB oddéluje body X a T. Pak |<AXB| = |<T'AB].
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Diikazy véty o obvodovém a stiedovém uhlu stejn€ jako dikaz tvrzeni o thlu tsekovém muzes
najit ve stfedoskolskych ucéebnicich planimetrie. Jejich bezprostfednim dusledkem je nasledujici
uzite¢né tvrzeni charakterizujici tétivové ¢tyftuhelniky (to jsou ¢tyiuhelniky, jejichz viechny &tyti
vrcholy lezi na jedné kruznici).

Tvrzeni. (Tétivové ¢tyiahelniky)
(i) Jestlize je nékterd strana ¢tyiuhelnika ABC'D vidét ze zbylych dvou vrcholu pod stejnym
Ghlem, je ¢tyfuhelnik ABCD tétivovy.
(ii) Jestlize je nékterd uhlopiicka ¢tyfuhelnika ABCD vidét ze zbylych dvou vrcholu pod
ahly, jejichz soucet je 180°, je ¢tyiuhelnik ABCD tétivovy.
Na druhou stranu v tétivovém ¢tyitahelniku ABC D plati, ze kazdé jeho strana je ze zbylych dvou
vrchold vidét pod stejnym tthlem a kazda jeho uhlopiicka je ze zbylych dvou vrcholi vidét pod
ahly, jejichz soucet je 180°.

v

X6

Pomoci tvrzeni o tétivovych ¢tyfuhelnicich tak umime dobfe ,ahlové

popsat to, ze ¢tyfi body
lezi na kruznici. Zaroven je mnohdy uzitecné tétivovy Ctyituhelnik v tiloze najit — jeho objevenim
se nase informace o velikostech thla v obrazku podstatné rozsiri.

Konecné zminime jesté jednu klasickou vétu, kterd rovnéz naklada s velikostmi ahla.

Véta. (Sinova) V trojuhelniku ABC se standardné znacenymi velikostmi vnitfnich Ghld a
polomérem kruznice opsané R plati

a b c
- = — = — =2R.
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2. podzimni série
Téma: Uhly
Datum odeslani: 7.LISTOPADU 2011

1. ULOHA (3 BODY)
Tam se vsadil, ze dokaze rozdélit pravidelny desetitthelnik na 8 rovnoramennych trojihelniki
s vrcholy ve vrcholech pivodniho desetithelniku, ale ted za boha nevi, jak na to. Lze néco
takového viibec provést?

2. ULOHA (3 BODY)
V rovnobézniku ABCD o stranach |[AB| =2 a |BC| = 1 ozna¢me M stfed strany C'D. Ukazte,
%e |<TAM B| = 90°.
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3. ULOHA (3 BODY)
Lenka si namalovala rovnoramenny trojihelnik ABC' a s prekvapenim zjistila, Ze na jeho rame-
nech AB, resp. AC lze najit body P, resp. Q takové, ze |BC| = |CP| = |PQ| = |QA|. Uréete
velikost uhlu BAC'.

4. ULOHA (5 BODU)
Kule¢nikovy stil ma tvar konvexniho ¢tyfuhelniku ABCD. Z bodu K uvnitf strany AB vystie-
lime kouli. Ta se postupné odrazi od stran BC, CD a DA (thel dopadu je roven thlu odrazu) a
znovu dospéje do bodu K z takového sméru, ze kdyby se v bodé K znovu odrazila, pokracovala
by po své puvodni trase. Ukazte, Zze vrcholy stolu lezi na jedné kruznici.

5. ULOHA (5 BODU)
Pepa si nakreslil kruhovou use¢ s tétivou AB. Vejtek do obrazku prikreslil kruznici, kterd se
dotyka tiseCky AB v jejim vnitfnim bodé E a protinéd oblouk tsece ve dvou ruznych bodech C a
D tak, ze body A, D, C, B lezi na tseci v tomto poradi. Dokazte, ze |[<ADE| = |[<ECB|.

6. ULOHA (5 BODU)
Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC. Ozna¢me Ag, Bo paty jeho vysek z vrcholt A, B. Rovnobézka
s AC vedena bodem Ag protne tsecku AB v bodé K. Rovnobézka s BC vedend bodem By protne
use¢ku AB v bodé L riizném od K. Ukazte, %e |<AAoL| = |<BByK].

7. ULOHA (5 BODU)
To Al¢a nasla na ramenech AB, AC jiného rovnoramenného trojuhelniku ABC pro zménu body
K, L takové, ze |KL| = |BK| + |LC|. Stfedem M tse¢ky KL pak vedla pfimku rovnobéznou
s AC a oznacila N jeji prusecik se stranou BC'. Zjistéte velikost thlu KN L.

8. ULOHA (5 BODU)
Na uhlopiiéce AC konvexniho ¢&tyfuhelniku ABCD zvolime bod K tak, ze |KD| = |DC|,
|<BAC| = L|<KDC| a |<DAC| = }|<KBC|. Ukaite, ze |<K DA| = |<K BA| nebo |<KDA| =
= |<BCA|.
o / v/ i
Mily priteli!

Vitej mezi ndmi! Pokud jsi cokoli vy¥esil(a), sepi§ ulohy kazdou na zvlastni papir A4, nadepis
svym jménem, éislem ulohy a éislem série a do terminu odeslani posli na adresu uvedenou
v zéhlavi nebo elektronicky (detaily se dozvi§ na naSem webu). Nezapomeri sva Feseni zdtivodnit.
Priloz prosim jesté néasledujici udaje: zpatecni adresu, 8kolu, t¥idu, zaméfeni t¥idy (vSeobecné/ma-
tematika/fyzika), rok, kdy budes maturovat, a nejlépe i e-mail a telefon, kterézto tdaje se velmi
hodi napfiklad v pfipadé pozvani na soustfedéni nebo feseni nesrovnalosti. Z kazdé série se Ti
zapo¢itd pét nejlépe vyfesenych uloh, ale neboj se poslat byt i jen jedinou. Ostatni na tom mozna
nejsou (o moc) lépe.

Co lze feSenim ziskat? Samoziejmé matematicky rist, ale dale tfeba moznost vyhrat zaji-
mavé ceny nebo jet témér zdarma na soustfedéni, kde se setkas s organizatory a dalsimi FeSiteli.
Od letosniho roéniku muze$ navic mit na zékladé vysledkt v seminafi odpustény prijimaci
zkousky na MFF UK, vice se do¢tes na naSich strankach.

Prejeme vam pri zdolavani tloh hromadu invence a firu spasnych napadi.

Za organizatory Hana, Olin a Pepa
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